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什么是动态规划算法？

 动态规划算法 (Dynamic Programming)：是一种求解多阶段决策过程最优化问题的

方法。在动态规划中，通过把原问题分解为相对简单的子问题，先求解子问题，再由
子问题的解而得到原问题的解

➢ 动态规划算法的要求：具有最优子结构和子问题重叠

➢  最优子结构（Optimal substructure）：适用最优原理，最优解可分解为子问题的解

➢  重叠子问题（Overlapping subproblems）：子问题会多次出现，其解可缓存复用

马尔可夫决策过程满足上述特性：贝尔曼方程提供了递归分解方式，价值函数存储并复用求解结果。



基于动态规划的“规划”

  在已知完整 MDP 模型下，动态规划算法解决如下“规划”问题

➢  预测（Prediction）

• 输入：MDP 模型 𝒮, 𝒜, 𝒫, ℛ, 𝛾  和给定策略 𝜋

• 输出：该策略的价值函数 𝑣𝜋(𝑠)

➢  控制（Control）

• 输入： MDP 模型 𝒮, 𝒜, 𝒫, ℛ, 𝛾

• 输出：最优价值函数 𝑣∗ 或最优策略 𝜋∗



动态规划算法的应用

 动态规划可以解决许多问题，例如：

➢  调度优化：如作业车间调度（Job-Shop Scheduling），将每道工序拆分为
“机器 × 时段”子状态，计算最小完工时间或最小延误成本

➢  图算法：如最短路径，图中所有节点对的最短路径

➢  资源分配 / 背包类：如 0-1 背包问题，在给定容量或预算约束下，寻找物品组合，

使总体收益最大或成本最小

本章重点讨论如何使用动态规划来求解 MDP，具体涉及策略评估、策略迭代和值迭代。
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迭代策略评估（Iterative Policy Evaluation）

agent

  预测问题：给定 MDP 模型，评估策略 𝜋，即，计算其价值函数 𝑣𝜋

  迭代策略评估：反复应用贝尔曼期望方程进行迭代

  同步（synchronous）迭代：𝑘 + 1 步的价值函数 𝑣𝑘+1(𝑠) 由 𝑘 步的价值函数 𝑣𝑘(𝑠)

针对所有状态 𝑠 ∈ 𝒮 统一进行更新

  扩展阅读：收缩映射定理（Contraction Mapping Theorem）保证上述迭代过程一定会
收敛到唯一的不动点 𝑣𝜋



迭代策略评估



迭代策略评估算法



示例：网格世界

➢ 在网格世界中评估一个随机策略
➢ 网格世界 MDP：

• 无折扣，γ=1
• 1 到 14 为非终止状态，两块阴影为终止状态
• 到达终止状态之前，每行动一步，奖励值为 -1
• 四个行动分别为向北、南、东、西，智能体根据行动在格子间移动，执行失败则保持在原格子

     智能体遵循均匀随机策略，即向各个方向（北、南、东、西）移动的概率均为 0.25， 也就是



网格世界：迭代策略评估



网格世界：迭代策略评估
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如何改进策略?

  步骤 1：策略评估

➢  给定当前策略 𝜋

➢   计算其价值函数 𝑣𝜋：例如，迭代策略评估，线性代数直接求解等

  步骤 2：策略改进

➢  在每个状态 𝑠 上，基于 𝑣𝜋 采取贪心行动

  扩展阅读：收缩映射定理（Contraction Mapping Theorem）保证上述迭代过程一定会

收敛到唯一的不动点，最优策略 𝜋∗



策略迭代

➢  策略评估（Policy Evaluation）：估计策略 𝜋 的值函数 𝑣𝜋

• 采用迭代策略评估的方式

➢  策略改进（Policy Improvement）：生成一个新策略 𝜋′ ，且

𝜋′ ≥ 𝜋

• 采用贪婪策略提升



策略迭代算法



示例：汽车租赁问题

➢ 状态：有两个汽车租赁点，每个租赁点最多可停放 20 辆车。

➢行动：每晚最多可在两个租赁点之间转移 5 辆车。

➢奖励：每租出一辆车（前提是有车可租）可获得 10 美元奖励。

➢状态转移：汽车的归还和租用是随机的，服从泊松分布。

•  出现 n 次归还 / 租用的概率为

•  第一个租赁点：平均租用次数为 3 次（𝜆1)，平均归还次数为 3 次（𝜆2) 。

•  第二个租赁点：平均租用次数为 4 次（𝜆3) ，平均归还次数为 2 次（𝜆4) 。



汽车租赁问题：策略迭代算法



汽车租赁问题

• 正数表示：每晚从 first 

location 移动到 second 

location 的车辆数目

• 负数表示：每晚从 second 

location 移动到 first location

的车辆数目

• 𝜋4 为最优策略



策略提升

➢ 考虑一个确定性策略

我们可以通过采取贪心策略来改进这个策略。即：

➢ 这使得从任意状态 s 出发，经过一步后的价值得到提升，即：

因此，这也提升了价值函数，即

➢ 具体推导如下：

➢ 其中，            表示在策略 π 下，从状态 s 采取动作 a 后的动作价值函数； 表示在策略 π 下，状态 s 的价值
函数；𝑅𝑡 表示在时刻 t 获得的奖励；𝑆𝑡 表示在时刻 t 的状态；

➢        表示在策略π 下的期望。上述推导过程表明，通过贪心策略得到的新策略 π ' 的价值函数不小于原策略π 的价
值函数



策略提升

➢ 当策略无法再改进

➢ 此时满足贝尔曼最优方程

➢ 则：

➢ 因而当前策略 𝜋 已经是最优策略



广义策略迭代

➢  策略评估：估计策略 𝜋 的值函数 𝑣𝜋

•  策略评估不需要精确计算出 𝑣𝜋

•  任何策略评估算法

➢  策略改进：生成一个新策略 𝜋′ ，且 𝜋′ ≥ 𝜋

•  策略改进也不局限于贪心算法

•  任何策略提升算法
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价值迭代

若已知子问题的最优值函数解        

则状态 s 的最优值函数解          可通过一步迭代得到：

价值迭代：按上述公式迭代更新

与策略迭代不同，值迭代中没有显式的策略表示， 中间过程的值函数可能不对应任
何实际策略



价值迭代



价值迭代算法



网格世界：价值迭代算法



示例：网格世界中的最短路径



示例：宝箱世界

 假设我们有一个3 x 3的棋盘：

•  有一个单元格是超级玛丽，每回合可以往上、下、左、右四个方向移动

•  有一个单元格是宝藏，超级玛丽找到宝藏则游戏结束，目标是让超级玛丽以最快的速度找到宝藏

•  假设游戏开始时，宝藏的位置一定是(1, 2)

 这个一个标准的马尔科夫决策过程(MDP)：

•  状态空间：超级玛丽当前的坐标

•  决策空间：上、下、左、右四个动作

•  奖励函数：

•   超级玛丽每移动一步，reward = -1

• 超级玛丽得到宝箱，reward = 0 并且游戏结束



宝箱世界：价值迭代

首先我们定义超级玛丽当前位置的价值 V(state)：从当前 state = (x, y) 开始，能够获
得的最大化 Reward 的总和

➢  初始化：所有状态的价值 V(s) = 0

➢  第一轮迭代：对于每个状态，逐一尝试上、下、左、右四个行动

• 记录行动带来的奖励，以及新状态 V(s')

• 选择最优的行动，更新 V(s) = Reward + V(s') = -1 + 0

• 第一轮结束后，大部分状态都有 V(s) = -1，即从当前位置出发走一步获得 Reward=-1



宝箱世界：价值迭代

➢ 第二轮迭代：对于每个状态，逐一尝试上、下、左、右四个行动

记录行动带来的奖励，以及新状态 V(s')

选择最优的行动，更新 V(s) = Reward + V(s')

对于宝箱周围的状态，最优的行动是一步到达宝箱，V(s) = Reward + V(s') = -1 + 0

对于其他状态，所有的行动都是一样的，V(s) = Reward + V(s') = -1 + -1

• 第二轮结束后，宝箱周围状态的价值保持不变 V(s) = -1，其他状态的价值 V(s) = -2

➢ 第三轮迭代：对于每个状态，逐一尝试上、下、左、右四个行动

对于宝箱周围的状态，最优的行动是一步到达宝箱，V(s) = Reward + V(s') = -1 + 0

对于宝箱两步距离的状态，最优的行动是先一步到达宝箱周边的状态，V(s) = Reward + V(s') = -1 + -1

对于宝箱三步距离的状态，所有行动都是一样的，V(s) = Reward + V(s') = -1 + -2

➢ 第四轮迭代：对于每个状态，逐一尝试上、下、左、右四个行动

对于宝箱周围的状态，最优的行动是一步到达宝箱，V(s) = Reward + V(s') = -1 + 0

对于宝箱两步距离的状态，最优的行动是先一步到达宝箱周边的状态，V(s) = Reward + V(s') = -1 + -1

对于宝箱三步距离的状态，最优的行动是所有行动都是一样的（因为是 3x3 的格子并且宝箱位置在（1，

2），任意合法行动都使超级玛丽更靠近宝箱），V(s) = Reward + V(s') = -1 + -2

➢ 在第四轮迭代中，所有 V(s) 更新前后都没有任何变化，价值迭代已经找到了最优策略

➢ 上面的迭代过程基于贝尔曼最优方程对每个位置的价值进行更新



动态规划算法总结

算法特性

➢ 基于状态值函数         或          ，每次迭代复杂度为           （ m 为动作数，n 为状态数 ）。

➢ 也可基于动作值函数               或               , 每次迭代复杂度为               。

问题 贝尔曼方程（Bellman Equation） 算法分类

预测问题（Prediction） 贝尔曼期望方程
（Bellman Expectation Equation）

迭代策略评估
（Iterative Policy 
Evaluation）

控制问题（Control） 贝尔曼期望方程 + 贪心策略改进
（Greedy Policy Improvement） 

策略迭代
（Policy Iteration）

控制问题（Control） 贝尔曼最优性方程
（Bellman Optimality Equation）

价值迭代
（Value Iteration）



课后作业

1. 从均匀随机策略开始，采用策略迭代方法，求解课件中“宝箱世界”问题。



谢谢！
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